Kebergantungan Nilai Indeks Bias Medium pada Panjang
Gelombang Model Sellmeier

Herwinarso

Abstrak. Persamaan yang menyatakan kebergantungan indeks bias suatu
medium terhadap panjang gelombang (dispersi), mula-mula dinyatakan
oleh Augustin Louis Cauchy pada tahun 1836, yang kemudian dikenal
dengan model dispersi indeks bias Cauchy. Model dispersi indeks bias
Cauchy ini didasarkan pada data hasil eksperimen (secara empiris), dan
persamaan dispersi indeks bias Cauchy pada dasarnya merupakan
persamaan polinom.

Salah satu kajian tentang dispersi indeks bias secara teoritis
dikemukakan oleh Wilhelm Sellmeier tahun 1871, yang kemudian dikenal
dengan Persamaan Sellmeier. Persamaan Sellmeier merupakan
persamaan yang menyatakan keterkaitan indeks bias bahan dielektrik
transparan dengan panjang gelombang optis yang melalui bahan
dielektrik tersebut. Selmeier menggunakan beberapa pendekatan-
pendekatan tentang elektron-elektron dalam medium, yang pertama
adalah anggapan bahwa elektron-elektron medium terikat pada intinya
masing-masing oleh suatu yang berkelakuan sebagai gaya pemulih.
Kedua, anggapan bahwa elektron yang mengalami percepatan (karena
pengaruh gaya luar) juga mengalami redaman radiasi (damping
radiation) dengan gaya yang sebanding dengan besar kecepatan electron.
Dan elektron dengan spesifikasi yang dinyatakan dalam model
pendekatan tersebut, dalam interaksinya dengan gelombang EM yang
datang padanya mengalami gaya yang dapat dinyatakan dengan
persamaan : F = e E_exp(—iwt)

Melalui pendekatan interaksi elektron dengan medium telah diperoleh
persamaan dispersi indeks bias suatu medium yang kemudian dikenal
dengan Persamaan Sellmeier. Pada Persamaan Sellmeier dapat
ditunjukkan bahwa dengan menggunakan pendekatan polynomial akan
diperoleh persamaan dispersi indeks bias Cauchy.

Kata kunci: Dispersi indeks bias, Sellmeier, bahan dielektrik medium
transparan, gelombang elektromagnetik

Pendahuluan

Mula-mula kita mengenal indeks bias pada peristiwa pembiasan
dengan menggunakan eksperimen balok kaca pada proses pembelajaran di
sekolah menengah, yang memberikan pemahaman bahwa indeks bias
suatu medium berbeda-beda sesuai dengan jenis mediumnya. Selanjutnya
kita mulai mengenal peristiwa terurainya warna sinar polikromatis di
dalam prisma melalui eksperimen spectrometer prisma, hal ini
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memberikan pemahaman bahwa indeks bias suatu medium bergantung
pada panjang gelombang.

Indeks bias merupakan bagian penting pada perancangan suatu
pandu gelombang optik. Nilai indeks bias suatu medium bergantung pada
nilai panjang gelombang cahaya yang berinteraksi pada medium tersebut.
Kebergantungan nilai indeks bias medium terhadap panjang gelombang
(dikenal dengan istilah dispersi indeks bias) secara empiris ditulis sebagai
model dispersi indeks bias Cauchy.

Salah satu kajian tentang dispersi indeks bias secara teoritis
dikemukakan oleh Sellmeier. Persamaan Sellmeier merupakan persamaan
yang menyatakan keterkaitan indeks bias bahan dielektrik dengan
panjang gelombang optis yang melalui bahan dielektrik tersebut. Selmeier
menggunakan beberapa pendekatan-pendekatan tentang elektron-elektron
dalam medium, yang pertama adalah anggapan bahwa elektron-elektron
medium terikat pada intinya masing-masing oleh suatu yang berkelakuan
sebagai gaya pemulih. Kedua, anggapan bahwa elektron yang mengalami
percepatan (karena pengaruh gaya luar) juga mengalami redaman radiasi
(damping radiation) dengan gaya yang sebanding dengan besar kecepatan
electron. Dan elektron dengan spesifikasi yang dinyatakan dalam model
pendekatan tersebut, dalam interaksinya dengan gelombang EM yang
datang padanya mengalami gaya yang dapat dinyatakan dengan

persamaan : F3 =eE, exp(—i@t). Secara detail akan ditunjukkan

langkah langkah diperolehnya Model Dispersi Indeks Bias Sellmeier pada
makalah ini.

Gelombang EM dan Model Interaksinya dengan Medium

Gelombang EM adalah getaran medan listrik dan medan magnet
yang merambat dalam ruang. Gelombang EM meliputi suatu spektrum
yang sangat lebar, satu dengan lainnya dibedakan oleh frekuensinya.
Penyelesaian persamaan-persamaan elektrodinamika Maxwell
menunjukkan adanya hubungan antara besar kuat medan listrik dan kuat
medan magnet dalam suatu gelombang EM. Dengan demikian tinjauan
terhadap gelombang EM dapat dilakukan dengan memperhitung-kan
medan listriknya.

Dalam ruang hampa semua gelombang EM merambat dengan laju
¢ dan memenuhi persamaan gelombang (dalam penyelesaian satu
dimensi) :

d°E d°E
Poas )
(D
Fungsi gelombang yang memenuhi persamaan (1) secara umum dapat
dituliskan :

E(xt)=E,exp{i(kx—wt)}
2
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k dan o dalam Persamaan (2) berturut-turut menyatakan bilangan
gelombang dan frekuensi sudut. Kedua besaran ini saling terkait dalam
hubungannya dengan cepat rambat gelombang dan Persamaan (1), yaitu :

k VHo o
3)

Jika gelombang EM tersebut merambat di dalam suatu medium, cepat
rambatnya berubah menjadi v, sedangkan persamaan gelombang yang
harus dipenuhi berubah menjadi :

d’E_ d’E

—_— = ,Llo —_

dx” dr*

“4)

Fungsi gelombang yang memenuhi persamaan (4) dapat dituliskan :

E(xt)=E,exp{i(fx—wt)}

)

B dan ® dalam Persamaan (5) dikaitkan dengan Persamaan (4) melalui
hubungan :

w 1

p Ho &
(6)

¢ dalam persamaan (4) dan (6) disebut permitivitas medium, suatu
besaran karakteristik medium yang berkaitan dengan respon medium
terhadap medan listrik. Apabila gelombang EM tersebut dalam
perambatannya mengalami pelemahan dalam medium dengan koefisien
pelemahan o, maka Persamaan (5) dapat dituliskan :

E(x,t)=E,exp(—ax)exp{i( fx—wt)}
E(x,t)=E, exp{i[(p+ai)x—wt]}
(7)

Berdasarkan persamaan (7) maka kecepatan fase gelombang EM dalam

(0]
medium adalah v, = ——— | sehingga diperoleh:
P (B +ai)
(0]
Am | = ;
(B +ai)
C (0]

Ap—=——"—
Ay (BH+ai)

Magister Scientiae - ISSN: 0852-078X 87
Edisi No. 32 - Oktober 2012



4o =£(,8+ai)
®

Am
c .
n*=—(pf +ai)
@
(®)
n* adalah indeks bias medium yang merupakan besaran kompleks dengan
L c T €
bagian riilnya # = — 3 dan bagian imajinernya n'= —a .
@ @

Mengingat gelombang EM merambatkan medan listrik dan medan
magnet dalam medium, maka bagian medium yang berinteraksi dengan
gelombang EM tentulah partikel-partikel bermuatan listrik dalam
medium, yaitu elektron dan proton. Namun karena alasan massa elektron
jauh lebih kecil daripada massa proton yang terikat dalam inti atom, maka
interaksi medium dan gelombang EM sangat didominasi oleh elektron-
elektron medium. Dengan demikian dalam model pendekatan ini interaksi
antara medium dan gelombang EM dapat diwakili oleh elektron-elektron
medium.

Beberapa pendekatan-pendekatan tentang elektron-elektron dalam
medium, yang pertama adalah anggapan bahwa elektron-elektron medium
terikat pada intinya masing-masing oleh suatu yang berkelakuan sebagai
gaya pemulih :

FH=-Kx

)

Anggapan ini berpijak pada teori atom yang menyatakan bahwa elektron-
elektron dalam atom menempati orbit-orbit tertentu dengan tingkat energi
yang tertentu pula. Dari tinjauan dinamika, elektron yang demikian ini
berada dalam kesetimbangan dinamik dengan suatu gaya tertentu yang
dalam hal ini diandaikan dalam bentuk Persamaan (9). Perlu ditekankan
disini bahwa variable x dalam Persamaan (9) bukan menyatakan jarak
elektron ke inti, melainkan perubahan posisi elektron dari kedudukan
setimbang (orbit mantap) nya.

Pendekatan berikutnya adalah anggapan bahwa elektron yang
mengalami percepatan (karena pengaruh gaya luar) juga mengalami
redaman radiasi (damping radiation) dengan gaya yang sebanding dengan
besar kecepatan elektron jika percepatan elektron tersebut sinusoida
(Abraham, 1903, dan Lorentz, 1904). Gaya yang berkaitan dengan
redaman radiasi ini bersifat sebagai gaya gesekan, secara umum dapat
dirumuskan:

dx

Fy=-my—
2 ydt

(10)
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Elektron dengan spesifikasi yang dinyatakan dalam model pendekatan
tersebut, dalam interaksinya dengan gelombang EM yang datang padanya
mengalami gaya yang dapat dinyatakan dengan persamaan :
Fy=eE, exp(—iot)
(11

Dengan demikian gerak atau dinamika elektron dalam interaksinya
dengan gelombang EM dapat digambarkan sebagai gerak sebuah benda di
ujung pegas yang dipaksa oleh suatu gaya luar dan disertai dengan suatu
gaya redaman yang besarnya sebanding dengan besar kecepatan
sesaatnya.

Dengan demikian persamaan gerak sebuah elektron yang bermassa
m dan bermuatan q dalam pengaruh gelombang EM yang datang padanya
dapat dinyatakan dengan persamaan :

2
X
m_:Fl+F2 +F3
dt?
atau
d’x x
m——+my—+Kx=eE_ exp(—iot

(12)
Dengan mengabaikan suku transient pada fungsi penyelesaian
Persamaan (12) maka simpangan sesaat elektron dalam notasi kompleks
dapat dituliskan sebagai :

X(t)= e/m

E, exp(-iwt)

2 2 .

(0, —0°)—iy o
(13)

®, dalam Persamaan (13) disebut frekuensi (sudut) alami elektron, suatu

besaran karakteristik elektron yang berkaitan dengan gaya pemulih

K

elektron : a)g =—
m

Perumusan Indeks Bias Sellmeier

Simpangan sesaat elektron yang dirumuskan dalam Persamaan
(13) menghasilkan momen dipole sesaat p(t) sebesar :

e’ /m

p(t)=ex(t)= 3 SR E,exp(-iowt)
0w, -0 )-iyw

(14)
Momen dipole p(t) yang dialami oleh masing-masing atom akibat
medan listrik luar E(t) didefinisikan p(?)=a E(t) dan berdasarkan

Persamaan (14) diperoleh:
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e’ /m
a

_(a)g —a)z)—i;/a)

(15)
Medan listrik total yang dialami oleh atom/molekul pada bahan

dielektrik yang dikenai medan listrik luar : E total = E+ E]-m , dimana

E, T . Apabila N adalah jumlah atom tiap satuan volume

maka medan internal totalnya N j E it d 3r , sehingga

1
1_—Nl Eotal
3¢,

(16)

Hubungan antara permitivitas & dan polarisasi medium P
diberikan oleh persamaan,

ek, =¢,E P .dimana P=Nak.

e Etotal =& Etotal +NakE

- - 1 -
€ Etotal =&, Etotal + Na Etotal

Na
1- =
3¢,
g N/g,
_ = +
&, (1/a)—(N/3¢,)
(17)
&
dimana — = &,., dan dari Persamaan (15) dan (17) diperoleh :
80
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Ne*/ me,,
,
a)f — 0’ —z';/a)—Ne2 /3me,
(18)

Secara umum keadaan elektron yang berbeda dalam sebuah atom
atau molekul menyebabkan perbedaan pula dalam ®, dan y elektron
tersebut. Andaikan pada setiap atom (molekul) medium terdapat g
elektron dengan frekuensi alami ®, dan koefisien redaman vy, dan
@ = 27 f maka permitivitas relatif medium dapat dirumuskan sebagai :

& —1=K% 5 5 g/f
kfiy—f"—iyi f/2n
(19)
2 2
dimana: f} =—1 a)g - Ne dan K =—Ne
2 2
4 3me, drme

Dari Persamaan (19), permitivitas relatif merupakan besaran kompleks
yang terdiri atas besaran riil dan imajiner. Mengingat bahwa indeks bias

pada besaran riil adalah n = 4/&,. , maka diperoleh :

2
2 . Kgr < G/
nt-1=3% 2 2_2 2 2

[ A A e

(20)
dimana :
2
Kg, A
G, = —g]; k dan Q= <
c fk

Persamaan (20) kemudian dikenal dengan persamaan Sellmeier.

Pada salah satu uji model persamaan Sellmeier pada data PMMA-495
sampai empat suku dengan menggunakan curve fitting program
MATLAB diperoleh:

1,2290 A* 2,5475x1072 A% 1,0590x107* A2

1,5262x107° A2

n(A)=1+ - -
) A —-1,7261x10* 4> -3,7981x10* 2*-1,7167x10°
dengan A dalam nanometer (nm)
Jumlah kuadrat sisa = 5,5213){10’5
Koefisien korelasi = 0,9964
Koefisien determinasi = 0,9928
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sellmeier 495 4 suku

L ] e e e R T [Ho] wimm | ndata | nmodsl
; 1 {20709 [Lads | LaEds
212316 [ Laws | 1aam
5 312w [Lamws [ 15wM7
) 4 38064 [ 40 | 15477
: i 5139 [ L5350 [ 15342
4 ! 6 14305 (L5190 [ 15183
E ; 7146122 [ 15120 [ 15149
i 2 | 497 LA0as | 15052
: 96X | L4995 | 15032
i 1078064 | Laas | 1492
; 11 [ 106645 | Laasn | 14907
i i I L] [ 1 |

14
100 200 300 400 500 OO 700 BOO 900 1000 1100 1200
Panjang Gelombang {nm)

Grafik dispersi indeks bias Sellmeier empat suku untuk PMMA-495

Pada Grafik terlihat bahwa panjang gelombang resonansinya adalah

V/3,7981x10* = 194,89 nm, +/1,7167x10° = 414,33 nm dan

4/ 2,6622)6105 = 515,97 nm, sedangkan panjang gelombang resonansi

v1,7261x10* = 131,38 nm tidak tampak pada gambar.

-Untuk A >4, k=k’, dan A>> A

2 2 4
%z(}kv 1+A—]§+A—IZ+...
22 2

(22)
- Untuk A <A, k=k”, dan Aoc Ay
Gk o [E A
) 7= Gku... ) 1+ ) +...
Ry 2N A
(23)
Sehingga Persamaan (20) menjadi :

2
nLJ=§}%djwnﬁ1;%%+C+Df+Eﬁ+m
22 PR
(24
dimana :
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A:Z:Gkviiv , BZZG]('}.%' ) C:sz’ )
k

k k
D= Gk X E= =Gy X
k k

Selanjutnya dengan menggunakan pendekatan polynomial, untuk

A > A, k=k’, dan A >> 4, diperoleh:

G. A A A
I’l2 -1 :Zﬁz Gk,(l'FA—];'FA—]Z'F...J

k
(25)

k’ menyatakan keadaan elektron untuk Ak < A , sehingga diperoleh:

n’— :[A+%+%+...j

(26)
dengan A= G,.,B=> -G,./2. dan C=> —G,./ A,
k e M el
% % %

Persamaan (26) merupakan persamaan dispersi indeks bias Cauchy.
Dengan demikian secara teoritis Persamaan dispersi indeks bias Cauchy

dapat diturunkan dari Persamaan Sellmeier.

Penutup

Salah satu kajian teori tentang kebergantungan nilai indeks bias
suatu medium bergantung pada panjang gelombang yang berinteksi
dengan medium tersebut telah dikemukakan oleh Selmeier. Dalam
pembahasannya  Sellmeier menggunakan beberapa  pendekatan-
pendekatan tentang elektron-elektron dalam medium, yang pertama
adalah anggapan bahwa elektron-elektron medium terikat pada intinya
masing-masing oleh suatu yang berkelakuan sebagai gaya pemulih.
Kedua, anggapan bahwa elektron yang mengalami percepatan (karena
pengaruh gaya luar) juga mengalami redaman radiasi (damping radiation)
dengan gaya yang sebanding dengan besar kecepatan electron. Dan
elektron dengan spesifikasi yang dinyatakan dalam model pendekatan
tersebut, dalam interaksinya dengan gelombang EM yang datang padanya
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mengalami gaya yang dapat dinyatakan dengan persamaan
F=eLE exp(—-iwt).

Melalui pendekatan interaksi elektron dengan medium telah
diperoleh persamaan dispersi indeks bias suatu medium yang kemudian
dikenal dengan Persamaan Sellmeier. Pada Persamaan Sellmeier dapat
ditunjukkan bahwa dengan menggunakan pendekatan polynomial akan
diperoleh persamaan dispersi indeks bias Cauchy, dengan demikian
secara teoritis Persamaan dispersi indeks bias Cauchy dapat diturunkan

dari Persamaan Sellmeier.
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